Chapitre 16. Intégrales a parametre

I, ] intervalles d’intérieur non vide, E un evn.

1 Le théoréeme de convergence dominée

1.1 Le théoréme de convergence dominée
Théoreéme 1.1 ( Théoréme de convergence monotone ). Soit ¢, : I — [0, +0co] mesurables et g, : [ — [0, +00]
On suppose que :
1. (gn)neN converge simplement vers g
2.VneIN,0< gy < gut1
Alors dans [0, +c0]
ngrpw/[gn = /Ig € [0, +o0]

Corollaire 1.2. Soit Fy : I — R intégrable et F, : I — R (n > 1) mesurable.
On suppose :

1. Vn €N,0< Fyiq < F,
2. (F,) converge simplement vers 0

Alors

F, —— 0
I n——+o0

1.2 Enoncé du théoréme de convergence dominée
Théoréme 1.3 ( Théoreme de convergence dominée ). Soit f, : I — K continue par morceaux (n € IN)
On suppose :
1. (fu)n>0 converge simplement vers f : I — K continue par morceaux sur [
2. Tlexiste ¢ : I — R4 intégrable telle que Vn € IN,Vt € I |f,(x)| < ¢(t) (Hypothese de domination )

Alors les f;, sont intégrables et f aussi et

¥

On a méme

Vo= Flh = [ Vfu=fl m O

1.3 Premiers exemples d’application

Quelques exercices classiques :

1. Montrer que

T

In:/jsin”tdt—>0
0 n——+o00

2. Soit f : [0,1] — K continue.
Montrer que

In:/olf<%)dx—>f(0)

n——+o0

3. Soit f : [0,1] — K continue avec limf =0.
Montrer que

1
L= [ fnx)dx —— (0)



4. Soitn > 1et
400 "
I, = / e dx
J1
Montrer que I, — Oet I, ~ 7 avec a a exprimer avec une intégrale.
n—-+oo +0o0

5. Montrer que

n 2\ " +00
X 2
I}’I = / <1 — 2) dx ——— eix dx
0 n

n——+o0 0

1.4 Théoréeme de convergence dominée appliquée a l'interversion série / suite

Corollaire 1.4 ( Théoreme de convergence dominée ). Soit f,, : I — K continues par morceaux (n € IN)

On suppose que :

—+o0
1. ¥ fu converge simplement vers Y. f, C’ par morceaux.
n=0

2. Ilexiste ¢ : I — R, intégrable telle que Vi € IN < ¢ (Domination )

% fr
k=0

Alors les f, sont intégrables, ) f,; est intégrable et

+o00 400
ﬂgn:gﬁn

1.5 Le théoreme d’intégration terme a terme

Théoréme 1.5 ( Théoréme d’intégration terme a terme pour les fonctions positives ).

Soit f, : I — R intégrable (n € IN)
—+o00

On suppose que ) f,, converge simplement et que ). f; est continue par morceaux.
n=0

+oo +o0
Agnzgﬂh

Alors dans [0, +o0] on a

En particulier

—+00
Z fn intégrable <= 2 / fn < oo
n=0 neN 1

Dans ces conditions, dans IR
“+o0 “+o00
[ES WAL
I n=0 n=0 I

Théoreéme 1.6 ( Théoreme d’intégration terme a terme ). Soit f, : I — K intégrables (n € IN)

On suppose que :

1. ¥ fu converge simplement vers une fonction continue par morceaux.

2. ¥ f|fn| < 400
nelN |

—+00
Alors ). fy estintégrable et
n=0

[§ﬁ=fﬁn

De plus

Mzn

-
WAl



2 Continuité et dérivabilité des intégrales a parameétre

2.1 Convergence dominée avec un parametre continue

Corollaire 2.1. Soit f : (x,t) € AX I+~ f(x,t) € Kavec A C E(Eevn)etaadhérenta A
Soit g : I — K continue par morceaux.

On suppose :

1. Pour toutt € I, f(x,t) — <(t)

2. Pour tout x € A, t — f(x,t) est C” par morceaux.

3. Ilexiste ¢ : I — R4 intégrable telle que V(x,t) € A x I, |f(x,t)| < ¢ (Domination )
Alors pour tout x € A, f(x,-) (ie. t — f(x,t) ) est intégrable, g aussi et

/If(x,t)dtm/lg(t)dt

2.2 Continuité
Théoreme 2.2. Soit A C E(Eevn)etf:(x,t) € AxI— f(x,t) € K
On suppose :

1. Pour tout x € A, t — f(x, t) est continue par morceaux.

2. Pour toutt € I, x — f(x,t) est continue.

3. Il existe ¢ : I — R intégrable telle que V(x,t) € A x I, |f(x,t)| < ¢ (Domination )
Alors _

F:xeAw— ./If(x,t)dt

est bien définie et continue en A

2.3 Dérivation sous le signe intégral

IxI—K

Théoréme 2.3 ( Formule de Leibniz ). Soit f :
(x,8) = f(x,t)

On suppose :
1. A x fixé t — f(x,t) est intégrable sur I
2. Atfixé x — f(x,t)estClsur |

3. Axfixét s % (x,t) est continue par morceaux.

o)

4. Nl existe ¢ : I — R intégrable telle que V(x,t) € | X I, %(x, t)’ < ¢(t) (Domination )

Alors

F:xe]n—>/l.f(x,t)dt

est de classe Cl et Vx € |

F(x) = 1 %(x,t) dt



. . JxI—K
Proposition 2.4. Soit f : etk € N*

(x,8) = f(x1)
On suppose :

1. At fixé x — f(x,t) est Cksur |

2. Pourtout0 <i<k—1,axfixét— %(x, t) est intégrable sur I

N k
3. Axfixét— % (x,t) est continue par morceaux.
X
4. Il existe ¢ : I — R intégrable telle que V(x,t) € | X I,
Alors

ok f o
ox (%, t)' < ¢(t) (Domination )

F:xe]r—>/1f(x,t)dt

est de classe Ck et Vi € [1Lk], xe]

Fi(x) = ﬂ(x, t) dt

1 ox!
. . I xI—-K
Corollaire 2.5. Soit f :
(x,8) — f(x,t)
On suppose :
1. Atfixé x > f(x,t) est CT* sur |
2. Pourtoutk € N, a x fixé t — % (x,t) est continue par morceaux.

3. Pour tout k € N il existe ¢y : I — R intégrable avec V(x,t) € | x I,
Alors

oy o
o (% t)‘ < @i (f) (Domination )

F:xe]r—>/1f(x,t)dt

est de classe Ct®etVk >0, x € |

i ai
Fi(x) = Ia—;(x,t) dt

2.4 Lafonction I d’Euler (A savoir retrouver)
Définition 2.6. Pour x > 0 on pose
I'(x) = /0+00 P lemtdt
C’est la fonction Gamma d’Euler.
Extension : Si z € C avec Re(z) > 0 alors on peut définir I'(z) de la méme fagon.

Proposition 2.7.
e Pourx >0, I'(x+1) =xl(x)
En particulier Vn € N, T'(n + 1) = n!

I’(;) :/IRe_xzdx:\/E

Proposition 2.8. La fonction I est de classe C** et pour x > 0, k € N
+00
T (x) = / (In )k Lot di
0

I' est convexe et imI' = limI' = +oc0
ot —+o00



2.5 Fonctions a support compact

Définition 2.9. Soit f : R" — K
Le supportde festS = {x € R" | f(x) # 0}
On sit que f est a support compact si S est compact ie. borné, autrement dit :

JdR>0Vx e R", ||x]| >R = f(x) =0

Définition 2.10. Une suite de fonctions régularisantes est une suite de fonctions
¢ : R — Ry C*® a support contenu dans [—ay, a,] ot :
* a, est une suite de R
® g, décroit.
* g, tend vers 0
et vérifiant [ ¢, =1
R

2.6 Intégrales doubles sur un pavé

Théoréme 2.11 ( Théoreme de Fubini ). Soita <b, v <det f:[a,b] x [c,d] = K

- /ﬂb </Cdf(x,y)dy) dx = /Cd </ﬂbf(x,y>dx) dy

Cette valeur commune est appelée

// f(x,y)dxdy
la,b]x [c.d]

2.7 Fonctions intégrables sur I x |

Proposition 2.12. Soit f : [ x | — R4
Sous reserve de régularité de fonction on a dans [0, 0]

/,(/]f(x,y)dy) dx = /] (/If(x,y)dx> dy
[[reto e

Ix]

On note la valeur commune
Si [[ f < +ocoon dit que f est intégrable.
Ix]

3 Convergence en moyenne quadratique

3.1 La convergence en moyenne

Définition 3.1. Soit f, € L'(I,K) et f € L'(I, K) n € N
On dit que f,; converge en moyenne vers f si

1fn = flla =0

On dit que f;; converge en moyenne quadratique vers f si

o= Flz =/ [ 1fu=FP =0



On note L*(I,K) I'ensemble des fonctions continues par morceaux sur I bornées.
Alors

L* c L*(I) c LYI)

Ces inclusions sont strictes si I n’est pas un segment.

3.2 Complément: Base hilbertienne

Théoreme 3.2 ( Inégalité de Bessel-Parseval ). Soit E préhilbertien, (e,),cn un systeme orthonormé et x € E
Alors ((e, x)?), . €st sommable (ie. ({eq, x)),c € 1) et

Y (enx)? < [lx]?

nelN

Définition 3.3. Soit E préhilbertien et (e, ),cn un systeme orthonormé.
On dit que(en ) e est une base hilbertienne si VeHc\;r(en) =E
ne

Théoreme 3.4 (Identité de Parseval ). Soit E préhilbertien, (e,),en une base hilbertienne et x € E
On a pour || ||g

+oc0 N
X = ey, x)ey, = lim ey, x)e
n;O< ns > n N~>+oon;0< nrs > n
][> =Y (en, x)?
nelN

Définition 3.5. (e, x) est le coefficient de Fourrier de x selon e, dans la base hilbertienne (ex)ren

3.3 Complément : séries de Fourrier

7T
Proposition 3.6. Soit f € C,(IR, R) ( fonctions continues 27t-périodiques ) muni de (f, g) = % | fg
-7

Cr X — coskx
On note aveck € N
Sk ¢ x — sinkx

Alors
—+o0
f=LAH1+ ; (2(cn, fren +2(sn, f)sn)
On pose
an(f) = %/:;f(x)cos(nx) dx =2(cn, f) et by(f) = %/j{f(x) sin(nx) dx = 2(sp, f)
Alors
£ =204 5 e+ bl

Au sens de [|||2

Corollaire 3.7 ( Parseval ). Si f € Co7(R,R)
Alors

—+o00

T a 2
173 = 5 [ 2= U4 25 (a4 ()

n=1




T —
Proposition 3.8. Soit f € Co,(R,C) ( fonctions continues 27--périodiques ) muni de (f,g) = »= [ fg
-7

Onnote ey : x — e™*

On pose -
en(f) = (en, f) = oy lnf(x)efi”x dx

Alors

+o0
f= _Z cn(f)en

N

F=m, ¥ alfle
Corollaire 3.9 ( Parseval ). Si f € Co7(R,R)
Alors
IB= 5 [ 1P =3 & Il
o) a 2 nez !

3.4 Complément:les intégrales a connaitre

Proposition 3.10 ( Intégrale de Gauss ).

+00 400 0
/ e dx = V| ooet / e dx = / e dx = ?
0

—00

Proposition 3.11 ( Intégrale de Dirichlet ).




